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CLASA a9 -a
SUBIECTE
Problema 1
Pentru fiecare numar natural nenul » consideram intervalul /, = [n *l , 16n _14} .
n o n+

a) Determinati valorile lui n pentru care multimea /, "N are exact 13 elemente.

b) Determinati numarul minim si numarul maxim de elemente pe care le au multimile
I, "N, pentru n=1,2,3,... .

Problema 2

Rezolvati ecuatia [x[x]] =1, unde [a] reprezintd partea intreagd a numarului real a.

Problema 3
a) Fie S,T,U,V patru puncte in plan, X mijlocul segmentului S7 si ¥ mijlocul
segmentului UV . Ardtati ca 2XY = SU +TV .

b) Fie ABCDE un pentagon convex si F,G,H,I,J,K mijloacele segmentelor BC,
CD,DE ,EA,GI ,respectiv FH . Presupunem cid J # K . Aratati ca JK || AB.

Problema 4

o 9 y . 1 . 1
Aratati ca, dacd x este numar real nenul si {x}+ {—} =1, atunci {xz} + {—2} =1, unde
X x

{a} reprezintd partea fractionara a numarului real a.
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problema 1 (autor Darius Popescu, SGM nr. 10/2023)

S n+l 16n-4
Pentru fiecare numar natural nenul » consideram intervalul 7, :[ } .

n o’ on+l
a) Determinati valorile lui n pentru care multimea /, "N are exact 13 elemente.

b) Determinati numarul minim si numarul maxim de elemente pe care le au multimile
I, "N, pentru n=1,2,3,... .

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) I, =[2,6], deci I; "N are 5 elemente 1p
Pentru n>2, n+1:1+le(1,2) 1p
n
. ., . lon—-4 .
I, "N are 13 elemente daca si numai daca " €[14,15), adica 9<n <18 2p
n+

b) Pentru n>2, 16n—4 :16—£2 16—£ >9,deci I, "N are cel putin 9

n+1 n+l 3 1p
elemente, iar minimul cerut este 5 (pentru ;)

16—

201 <16, deci I, "N are cel mult 14 elemente, iar maximul cerut este 14 2p
n+

si se obtine, de exemplu, pentru 7 = 20

Problema 2 (autor **%*)
Rezolvati ecuatia [x[x]] =1, unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a .

Detalii rezolvare Barem
asociat
Daca x =2, atunci x[x]>2x >4, deci ecuatia nu are solutii in acest caz 1p
Daca x €[1,2), atunci [x[x]] =[x] =1, deci orice x €[1,2) este solutie a 5
. Y
ecuatiel
Daca x €[0,1), atunci x[x] =0, deci ecuatia nu are solutii in acest caz 1p
Daca x e[—1,0), atunci x[x]=—x,iar [-x]=1< —x€[l,2) < x e (-2,—1] deci 1
ecuatia are in acest caz solutia x =—1 P
Dacéd x <—1,atunci [x] < -2, deci x[x]>—2x > 2 siecuatia nu are solutii in acest 1p

caz




‘ Multimea solutiilor ecuatiei este {—1} U[1,2) 1p

Problema 3 (autor Mihai Alexandru)

a) Fie S,T,U,V patru puncte in plan, X mijlocul segmentului S7 si Y mijlocul
segmentului UV . Aratati ca 2XY =SU+TV .

b) Fie ABCDE un pentagon convex si F,G,H,I,J,K mijloacele segmentelor BC,
CD,DE ,EA,GI ,respectiv FH . Presupunem ca J # K . Aratati cd JK || AB.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) XY = XS+SU +UY 1p

XY =XT+TV +VY Ip

Cum XS+ XT =0 si VY +UY =0, adunand primele doua relatii obtinem 2p

concluzia

— == =\ I(l= 1l/(— — 1—
b) JK = —(GH +1F) -—|~CE +—(AB +EC) —— 4B, de unde JK || AB 3p
2 2\2 2 4

Problema 4 (autor ***)

2

o o < < . 1 . 1
Aratati cd, dacd x este numar real nenul si {x} + {—} =1, atunci {x2} + {—} =1, unde
X X

{a} reprezinta partea fractionard a numarului real a.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Dacé a,b sunt numere reale, observam ca {a}+ {b} =1 daca si numai daca
a+b este intreg si a,b nu sunt intregi:
-dacd {a}+{b} =1, atunci a +b =[a]+[b]+{a}+{b} =[al+[b]+1€Z si a,b

nu sunt intregi, deoarece in acest caz am avea {a}+{b} =0; 3p
-daca a+b este intreg si a,b nu sunt intregi, atunci
{a} +{b}=a+b—[a]l-[b]€Z, {a}+{b} >0 si {a}+{b} <2, deci {a}+{b} =1
Daca {x}+ {l} =1, atunci x+l =n, cu n intreg, deci x* +L2 =n? -2 este
X X X 3p

intreg

Daci x* §1 — sunt intregi, atunci x* = 1, deci x =1, contradictie cu
x

1 Ip
{x}+ {—} =1
X
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Subiectul 1. Se considera functiile f,2,7:Q—>Q cu h(x):f(x)+\/2024g(x),

pentru orice x € Q.

@) S& se arate ci, daca cel putin una dintre functiile fsi g este injectivd, atunci h este
injectiva.

b) Daci /1 este injectivd, este necesar ca cel putin una dintre functiile f$i g sd fie injectiva?

Subiectul 2. Fie functia f : (0,00) \{ } ->R f( ) 0B 2024 4 9 ()38 2024

S se arate cd {xe 0 oo ‘f } {xe ‘f >4048}.

. . o v o 2 log, n .
Subiectul 3. Fie 7 un numar natural nenul. Sa se arate ca numarul n~ + 2[ &) se poate scrie
ca produs de doua numere naturale consecutive daca si numai daca n este o putere cu
exponent natural a lui 2.

Gazeta Matematica

Subiectul 4. Se considerd numerele complexe a,b,c,d astfel incat |a| = |b| = |c| = |d| =

‘a+b+c+d‘ 25|a +b> +c*+d*=0.5S5searateca

a+b+c +d3‘—2\/—
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare corecta se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. Se considerd functile f,2,h:Q—>Q cu h(x)zf(x)+\/2024g(x),

pentru orice x € Q.

@) S& se arate ci, dacd cel putin una dintre functiile f_si g este injectiva, atunci h este
injectiva.

b) Daci /1 este injectivd, este necesar ca cel putin una dintre functiile f$i g sd fie injectiva?

Barem de notare

a)f( )+\/ﬁg( )e@ VxeQ

Cum f(x),g(x)eQ si V2024 e R\ Q, rezults g( ) 0,VXE€WQ oo 3p
g nu este injectiva, rezultd cd f este iNJECtiVA.......ccvvveeriiiriiieee e 1p
h(x)=f(x),VxeQ, deci h este iNJECtIVA.....ccc.orvrerverieriericrec e 1p

b)Da. h(x)= f(x),VxeQDaci h este injectiva, rezultd cd f este

oY =Tot {1V TR UUUTRSPRNt 2p

Subiectul 2. Fie functia [ : (O,oo) \{ } >R, f(x ) /0B 2024 4 9031082024
S se arate cd {xe O oo ‘f } { ,OO)\{I}‘f(x)24048}.

Alina Paraschiv

Barem de notare

o f () = 20247505 £ 202415 oottt et s 1p



Fie A={xe(0,00)\{1}| £ (x)=2}si B={xe(0,00)\{1}|f(x)=4048]

eDacd x € (0,1), atunci log,,; x <0si log 2023 <0, deci f(x) <2, deunde
x ¢ AU B . Rezult3 AUBg(l,oo) ........................................................................................... 2p

eDacd x € (1,00) , atunci log,,,; x>0, log 2023> 0 si, aplicand de doud ori inegalitatea

mediilor, obtinem f(x) > 24/2024"5w 98202 > 9.[2024% — 4048,

decixeAﬁB,deunde(l,oo)gAﬂB ................................................................................ 3p

e ObtineM A U B C AN B, dECT A =B ettt s s 1p

. . v o o o 2 log, n
Subiectul 3. Fie 7 un numar natural nenul. Sa se arate ca numarul n~ + 2[ e:1] se poate
scrie ca produs de doua numere naturale consecutive daca si numai daca 7 este o putere
cu exponent natural a lui 2.

Cristinel Mortici, Gazeta Matematica

Barem de notare

* Sirul (xk )keN, ,CU X, = k(k - l) ©Ste SEFICt CrESCALON ..uvitireieeerereee ettt 1p

n - log
o X =n(n—1)<n2 + 22 plemnt 2 ollen] 2 Hlogan :n(n+1):x

n ntl
................................................................................................................................................ 4p
e n” +20°%"] ete termen al sirului (%) e © n o+ 2[1°g2n]=n(n +1) < [log, n]=

log,n<log,n eN & n=2"cu peEN L 2p

Subiectul 4. Se considerd numerele complexe a,b,c,d astfel incat |a| = |b| = |c| = |d| =1,

a+b+c+d‘ 25|a +b°+c*+d*=0.53searatecd |a° +b° +¢ +d3‘—2\/_

Flavian Georgescu

Barem de notare

2 |2 2 2 2 < x 272 2 g2 ,
e Cum Za =0 si ‘a ‘:‘b ‘:‘c ‘:‘d ‘ZI,rezuIta cd a”,b”,c”,d” sunt afixele
varfurilor unui dreptunghi ( eventual degenerat) inscris in cercul unitate. Dupa eventuale

. . < 2 2 2 2 . .
redenumiri ale afixelor, putem presupune cd a” = —b",c” = —d " si, mai mult,
D =00, 0 S 0C oottt et ettt st er et 3p



0Cum‘a+b+c+d‘=\/§,rezulté ‘(1+i)(a+c)‘:\/§,deci ‘a+c‘=1.Atunci

- - - - a C
1:(61+c)(a+c):2+ac+ac,deci ac+ ac=-1, deunde — + —=—1, echivalent
C a

eAvem a’ + b +¢° +a’3=(1—i)<a3 +c3)=(1—i)(a+c)(a2 —ac-i—cz):

=—2ac(1 —i)(a +c),de unde ‘a3 +b+° +d3‘:2‘acH1—iHa +c‘:2\/§ ............... 2p



SOCIETATEA DE
f;j STIINTE MATEMATICE
DIN ROMANIA

INSPECTORATUL SCOLAR AL

g MINISTERUL EDUCATIEI MUNICIPIULUI BUCURESTI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
BUCURESTI, ETAPA LOCALA, 10.02.2024

CLASA all-a

SUBIECTE

Problema 1
Fie A o matrice patraticd de ordinul 2, cu elemente numere reale si cu proprietatea

A =1,. Ardtati cd det4=1 si determinati valorile posibile ale sumei elementelor de pe

diagonala principalad a matricei.

Problema 2
a) Aratati ca, daca X, Y sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale,

atunci det(X +Y)+det(X —Y)=2(det X +detY).
b) Aratati cd, daca 4 si B sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale,

iar det(4B + BA) <0, atunci det(A2 + Bz) >0.

Problema 3
Fie f:(0,00) — (0,00) o functie crescitoare, cu proprietatea f(f(x))=vx* +x.
a) Aratatica f(x)>x, pentruorice x>0.

b) Determinati lim M
X0 X

Problema 4

Fie (a,),> un sir descrescitor de numere reale nenule, cu ’}grolo a, =1 si (b,),s, sirul

L a, a a_, a
definit prin b, =—L+—2+. +-LL 41 _p,
a, 4a; a, 4
a) Aratati cd, daca / > 0, atunci sirul (b,),, este convergent.
b) Folosind eventual inegalitatea ¢ —1>1In¢, oricare ar fi numarul real ¢ >1, aratati ca,

dacd /=0, atunci limb, =.
n—»0
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje

intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 (autor ***)

Fie A o matrice patraticd de ordinul 2, cu elemente numere reale si cu proprietatea

A =/,. Ardtati cd det4=1 si determinati valorile posibile ale sumei elementelor de pe

diagonala principala a matricei.

-1 0

Detalii rezolvare Barem
asociat

Cum (det A)3 = det(A3) =det/; =1 si det 4 este numadr real, obtinem det 4 =1 2p

Este cunoscut ¢ 4% =s4—dl,, unde d este determinantul si s este suma 1p

elementelor de pe diagonala principald a matricei

Atunci 4° =sA> — A= (s2 —1)4-sl,, deci ipoteza devine (s2 -NA=(s+1I, 1p

Daci s #—1, atunci (s—1)4=1,, de unde (s—1)° =1, deci s =2. Valoarea 5

s =2 se obtine, de exemplu, pentru 4 =1, P

Valoarea s =—1 se obtine daca, de exemplu, 4 = [_1 lj 1p

Problema 2 (autor ***)

a) Aratati ca, daca X, Y sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale,

atunci det(X +Y)+det(X —Y) =2(det X +detY).

b) Aratati ca, dacd A si B sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere

reale, iar det(4B+ BA) <0, atunci det(A2 + Bz) 20.

reiese 2det(A4% + B?)+2det(AB + BA) = det((4 + B)*) +det((4— B)?)

Detalii rezolvare Barem
asociat
X X
Pentru X:[ ! ZJ si Y:(yl sz avem det(X +Y)+det(X -Y) =
X3 Xy Y3 s 2p
=2(X X4 + V1 Vg —XpX3 — Vo ¥3) =2det X +2detY
Avem (A+B)* = A> + AB+ BA+ B* si (A—B)* = 4> — AB—BA+ B* 2p
Luand X = 4>+ B*, Y = AB+ BA, adunénd relatiile precedente si folosind a) 2p

Cum det((A4+ B)Z) >0, det((4— B)z) >0 si det(AB + BA) <0, rezulta concluzia

1p




Problema 3 (autor ***)

Fie f:(0,00)— (0,%) o functie crescitoare, cu proprietatea f(f(x))=vx* +x.
a) Ardtatica f(x)>x, pentruorice x>0.

b) Determinati lim &
x—o X
Detalii rezolvare Barem
asociat

a)Dacd f(x)<x,atunci f(f(x))< f(x)<x,deunde vx*+x <x —fals 2p
b) Aratam ca f(x)<x+1 1p
Daca f(x)>x+1,atunci f(f(x))=> f(x+1)> f(x)>x+1, deci Vx? +x 2 x+1 2p
— fals
Deoarece < & < >+l , pentru orice x>0, si lim X _ lim x+l =1, limita

X X X X=X x>0 X 2p
ceruta este 1

Problema 4 (autor Adrian Botan, GM-B nr. 6-7-8/2023)

Fie (a,),s; un sir descrescdtor de numere reale nenule, cu 32210 a,=1 si (b,),s, sirul

o a a a,, a

definit prin b, =Ly 24 gl Ty,
@G 4 a, a4

a) Aratati ca, daca /> 0, atunci sirul (b,),>, este convergent.

b) Folosind eventual inegalitatea ¢t —1>In¢, oricare ar fi numarul real ¢>1, aratati ca,
dacd /=0, atunci limb, =.

n—»0
Detalii rezolvare Barem
asocia
t
a) Din ipoteza reiese cd a) >a, >...2a, >2[>0 1p
5 a, a a a,—a, Na —a .
Rezultd b, —b, =—"1-+—L 1 _]= (@, = a,, )@ ~a,) >0, deci (b,),s>
S @a, 2p
este crescator
a,—a a,,—a, a a—ay)+...+(a,;—a a,—a, _a;—I
bn=1 2+“.+ n—1 "+—”—1S(1 2) (n—l n)+n lsl
a, a, a, [ a, / 2p
,deci (b,),s, este mdrginit superior, de unde reiese ca (b,),s, este convergent
a a,_ a a a,_ a .
b) b, :[—1— j+...+(”—1—1]+—"—1 Zln{—l-...-”—lj+0—lzln—l—1 s
a a a a a a
2 n 1 2 n n
Zp
a, TR
— — oo implica cerinta
al’l
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3
x'e

Subiectul 1. S3 se determine primitivele functiei f : (—3,00) - R,f(x) = W :
X

Gazeta Matematica

Subiectul 2. Fie (G,-) un grup. Spunem ca un morfism de grupuri f:G—)G are

proprietatea (P) , dacd existd un numar k € Z astfel incat f(xk ) =X, pentruorice x€ G

@) S& se arate c3, dacd [ are proprietatea (P), atunci f este izomorfism.

b) stiind c3 (G,-) este comutativ, finit, cu n elemente, s se arate c3 f are proprietatea (P)

dacd si numai dac3 existd g € Z cu (n,q) =1 astfel incat f(x) =x7, pentru orice xe G .

Subiectul 3. Fie / : R — IR o functie care admite o primitivd F' : R — R cu proprietatea ci
‘F(x)‘ + f(x) =0, pentru orice x € R.

@) S& se arate cd functia /1R > R, f(x) = —e" verific3 ipoteza problemei.

b)sa se determine toate functiile f care verificd ipoteza problemei.

Subiectul 4. Fie n,k doud numere naturale cu 1<k <n, (G,-) un grup cu 1 elemente si

Xo o submultime a lui G, cu k elemente. Pentru fiecare a€G notim cu
n
aX, :{ax|xe XO} si fie M :{Yg G|Ela eG,Y:aXO}. Stiind ca M are cel mult E

elemente, sa se arate cd Gare un subgrup cu k elemente.



INSPECTORATUL SCOLAR AL
MUNICIPIULUI BUCURESTI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA 10.02.2024
CLASA a Xll-a
SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare corecta se asimileaza conform baremului.

3
x’e

Subiectul 1. S3 se determine primitivele functiei f : (—3,00) - R,f(x) = (+—3)2
x

Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica

Barem de notare

3 x 5
’j‘dxe zXZI(— 1 jx3€de=— : x3e"+j : (3x2+x3 AX = e 3p
(x+3) x+3 x+3 x+3
°o=— x'e' + Ix2exdx =— x'e' +x’e’ — Ier"dx et 2p
x+3 x+3
2_
° —Lx%x+xzex—2(x—1)ex+C:wex+C .......................................... 2p
x+3 x+3

Subiectul 2. Fie (G,-) un grup. Spunem ci un morfism de grupuri f:G—>G are

proprietatea (P) , dacd existd un numér k € 7 astfel incat f(xk) = x, pentruorice x € G.

@) S& se arate c3, dacd [ are proprietatea (P), atunci f este izomorfism.

b) stiind c3 (G,-) este comutativ, finit, cu 7 elemente, s& se arate cd f are proprietatea

(P) dacd si numai dacd existd g € Z cu (n,q) =l astfel incat f(x):xq, pentru orice
xeG.

Marian Andronache



Barem de notare

a) ®Fie x € G. Cum f(xk) =X => feste  SUMECHIVA....omimriire s sesens s 1p

®Fiex,y € G. Atunci

F@)=r)=((x) =(7(0) = £(x)=7 (") = x=y, deci [ este

10 116 Y7 T OO SUPTOt 1p
b) ®Fie f cu proprietatea (P), keZ cu (f(x))k =X si p un numar prim cu p‘n si
p‘k. Din teorema lui Cauchy, existd a € G \ {e} cu a’ =e, unde e este elementul neutru

allui G . Rezultd e = f(e) = f(ak ) = a, contradictie, deci(n,k) =1.Fiet,geZ cu
tn+qk =1, atunci (n,q) :1$if(x) = f(x””qk) = f(qu) = f((xq )k)z x?, pentru
OFICE X € (T ettt ettt et et ettt e et e e te st eteeaseeteate et eeseeteensensentesreenseneenseneens 3p

® Reciproc, dacd f(x) =x%cu (n,q) =1, cum G este abelian, rezultd c§ feste

1

morfism. Fie ¢,k € Z cu tn+ gk =1, atunci f(xk)z x* = x"" = x pentru orice xe G,

deci fare proprietatea (P) ........................................................................................................... 2p

Subiectul 3. Fie /' :R — IR o functie care admite o primitivd F :IR — R cu proprietatea
ca ‘F(x)‘ + f(x) =0, pentru orice x e R.

@) Sa se arate c3 functia f:R > R, f(x) = —e" verificd ipoteza problemei.

b)sa se determine toate functiile f care verificd ipoteza problemei.

Vlad Florentin Drinceanu si Flavian Georgescu

Barem de notare

a)e F(x)=—ex are proprietatea din enunt, deci [ verificd ipoteza problemei.................. 2p
b) ®Fie f cu proprietatea din enunt si F o primitiva cu ‘F(x)‘ + f(x) =0, pentru orice

x € R .Fie I c Runinterval, cu F(x) >0 pentru x e/ .Cum F(x)+ f(x) =0, rezults
ca (exF(x))’ =0, deci exF(x) =k > 0. Obtinem F(x) =ke ™, decif(x) =pe "

Oricare arfi X € 1, CU P S0 ettt et s et s 1p



e Fie / — Runinterval cu F(x) <0 pentru x e [ . Cum —F(x) +f(x) =0, rezultd
cd (e_xF(x))’ =0, deci e’xF(x) =k <0 . Obtinem F(x) = ke", deci f(x) = ke"*
Oricare arfi X € 1, CU K SO ettt s ena s sens e 1p

®Daci existd @ € R cu F(a) =0, cum f(x)= —‘F(x)‘ <0 oricarearfi xe R,
rezultd c3 F este descrescitoare, deci F'(x)>0pe (—o0,a) si F(x)<0pe (a,).
Atunci F(x)=pe™, xe(—o,a)si F(x)=ke", x €(a,), iar, din continuitatea lui F

in a, obtinem p=k =0, deci F(x) =0, de unde f(x) =0 pentru orice x e R

® Obtinem functiile f:R —> R cu f(x) = ke pentru orice x € R si f(x) = ke"

pentru orice x € R, cu k£ < 0, functii care verificd ipoteza problemei.........ccceeeeevevervreernennns 1p

Subiectul 4. Fie n,k doud numere naturalecu 1<k <n, (G,-) un grup cu 1 elemente si

Xo o submultime a lui G, cu k elemente. Pentru fiecare a <G notim cu
n
aX, = {ax|xe XO} si fie M :{Yg G|E|a € G,Y:aXO}. Stiind ca M are cel mult E

elemente, s3 se arate c& Gare un subgrup cu k elemente.

Marian Andronache

Barem de notare

efie acGsi xe X,.Cum aeax_lXoeM,rezulté ca G= UY .................................. 2p
YeM

oFie Y =aX,e M .Cumfunctia f: X, > Y,f(x) = ax este bijectivs, rezultd c3

‘Y‘ =k, unde ‘A‘ reprezinta cardinalul multimii 4. Cum

n n
n= ‘G‘ = U Y I< Z ‘Y‘ <—-k=n,rezults ci ‘M‘ = — si elementele lui M reprezinta
YeM YeM k k
O PATLItIE @ TUI (F . oottt ettt ettt ettt et ettt ettt eeteneas 3p

OFieY0 = XO, cuee Yb, unde e este elementul neutru al lui G . Fie Yy, =ax,y,=ax,,cu
B e | _ ol -1 -1 N
X,X, € Xy . Atunci y, Y, =X, a ax,=x, x,€x;, X,.Cumeecx X rezultdcd

xl_lXO =Y, deci yl_ly2 €Y, de unde ¥ este subgrup al lui G cu k elemente.............. 2p



